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第11章 線形代数：上級編

第 3章（初級編）では，連立方程式を解くとき逆行列の計算を経由するの
は実際的でなく，避けなくてはいけないと述べました．
計算の精度や効率を考えるのは，純粋の数学とは離れた議論のように感
じるかも知れませんが，決してそうではありません．特に計算を主題と
するならなおさらです．計算は有限の資源（時間や手間，計算機の規模）
に依存しており，計算アルゴリズムの適切な選択によって，不可能な計
算が実行可能な計算に変わることはよくあります．

11.1 連立方程式の解法

11.1.1 解法の復習

逆行列の計算あるいは連立方程式の計算，固有値・固有ベクトルの計算
は，勿論多くの共通性があります．ここでは連立方程式

Ax = b

を解くことを考えてみましょう．Aは n×n行列，x, bは n個の成分から
なる列ベクトルです．

MATLABではこの演算は，Aを n × n行列, bを n個の成分からなる列
ベクトルと定義した後，

　 x = A\b

と書きます．（MATLABを含む）実用的なプログラムでは，逆行列を計算
して bにかけるというアルゴリズムはとりません．MATLABでは、行列
Aの特徴により，以下で述べる掃き出し法，LU分解あるいは他の方法を
自動的に選択します．
http://matlab.izmiran.ru/help/techdoc/ref/mldivide.html
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（MATLABの線形代数関数および行列演算は，Fortran サブルーチン・
ライブラリとして評価の高い LAPACK を基に構築されています．）

11.1.2 行列の分解

11.1.2.1 ガウス - ジョルダンの掃き出し法

通常，教科書などで教えるのはガウス - ジョルダンの「掃き出し法」と
呼ばれる次の手順です：

• [Step1]　 n× n行列A および列ベクトル bを

[A b]

と並べて n行 n+ 1列（n× (n+ 1))の行列を作る．

• [Step2] 「基本行演算（行の定数倍，加減のみからなる基本変形演
算）」を繰り返し， [A b] を

[E x]

となるようにする．Eは n× nの単位行列である．bがあったとこ
ろに答えである列ベクトルxが現れる．ただし基本行演算により成
分の順番が入れ替わっていることがある．

• [計算量] 上の計算に必要な演算回数は乗除算が n3のオーダーとな
る．掃き出し法では，連立方程式の大きさ nが例えば 10倍になれ
ば，演算回数は 1000倍になり，すぐに現実的な時間内で結果を得
ることができなくなる．

図 11.1に掃き出し法で逆行列を計算した結果を示しておきましょう．行
列Aと単位行列を並べて，基本行操作を行ったものです．コマンド rref

を用います．結果では，単位行列の所に逆行列が現れます．その確認の
ための計算が右に示してあります．



11.1. 連立方程式の解法 55

B=[2 1 0 1 0 0;1 2 1 0 1 0;0 1 2 0 0 1]

B =

2     1     0     1     0     0

1     2     1     0     1     0

0     1     2     0     0     1

>> R=rref(B)

R =

1.0000     0  0        0.7500   -0.5000    0.2500

0    1.0000     0  -0.5000    1.0000   -0.5000

0         0    1.0000    0.2500   -0.5000    0.7500

>>  A=[2 1 0;1 2 1;0 1 2]

A =

2     1     0

1     2     1

0     1     2

>> inv(A)

ans =

0.7500   -0.5000    0.2500

-0.5000    1.0000   -0.5000

0.2500   -0.5000    0.7500

図 11.1: ガウス - ジョルダンの掃き出し法

11.1.2.2 LU 分解

Aを，下三角行列 Lと上三角行列 U の積

A = LU =


1 0 · · · 0

l21 1 · · · 0
...

. . . . . .
...

ln1 · · · lnn−1 1



u11 u12 · · · u1n
0 u22 · · · u2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · unn


に書き換える LU 分解という方法があります．この方法は実際によく使
われます．
演算の数は，Aが密行列（要素の大部分が 0ではない行列）である場合に
は，ガウス-ジョルダンの掃き出し法と比べて大きく異なることはありま
せん．Aが疎（要素の大部分が 0である行列）である大行列の場合にも，
LU 分解したときのLおよびU はやはり疎であるという性質を保ちます．
そのためAが疎である場合には計算量に大きな差 (演算回数が n2程度の
量になることもある）が生じます．
LU分解の例を図 11.2示します．LU分解を行うために，コマンド lu が用
意されています．[L,U,P] = lu(A) は、L*U = P*A となる上三角行列 U，
単位対角をもつ下三角行列 L，および置換行列 P を返します．
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>>  A=[2 1 0;1 2 1;0 1 2]

A =

2     1     0

1     2     1

0     1     2

>> [L,U,P]=lu(A)

L =

1.0000         0         0

0.5000    1.0000    0

0    0.6667    1.0000

U =

2.0000    1.0000    0

0    1.5000    1.0000

0         0         1.3333

P =

1     0     0

0     1     0

0     0     1

図 11.2: LU分解

11.1.2.3 コレスキー（Cholesky）分解

行列Aが正定値エルミートであるとき，行列Aを上三角行列UとU のエ
ルミート共役U∗との積に分解することができます．これをコレスキ―分解
と呼び，やはりよく用いられます．Aのエルミート性を利用したLU分解
の特別な場合です．これのためにも U=chol(A)または U=chol(A,’upper’)

というコマンドが用意されています．

A = U′ ∗ U

(U’はUの転置.　数学の記号なら tまたはTを右または左の上付きとし
ます．）また下三角行列で求めるときは L=chol(A,’lower’) とします．：

A = L ∗ L′

11.1.2.4 シュール（Schur）分解

任意の n次正方行列Aに対しては次の性質が成り立ちます．

A = UTU∗ .
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図 11.3: シュール分解とその性質．

Uはユニタリ行列，Tは上三角行列で，その対角成分はAの固有値（λ1, λ2, · · · ,)
が並びます．U∗はU のエルミート共役です．シュール分解のコマンドは
schur です（図 11.3）．

11.1.2.5 正規行列のシュール（Schur）分解

Aが正規行列（A∗A = AA∗)である場合には，シュール分解は以下のよ
うになります（図 11.4）.

A = UDU∗ .

U は直交行列，Dは対角に Aの固有値が並んだ対角行列です．U の第 j

列は，Aの固有値 λjに対応した固有ベクトルです．

11.2 特異値分解
実際の連立方程式の場合には，常に解が得られるとは限りません．行列
Aが正方行列でない場合，あるいは正方行列であっても正則でない場合
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D

D

D

図 11.4: 正規行列のシュール分解

などです．より厄介な問題は，Aのいくつかの固有値が他と比べて非常
に小さくなっていて，ほとんど正則でない状態にある場合です．このよ
うなときは，固有値問題あるいはシュール分解と深い関係にある以下の
性質が大変有用です．

11.2.1 特異値分解の概要

11.2.1.1 特異値分解定理

A を階数 r の m× n 複素行列とします．このとき

A = UΣV ∗

という A の分解が存在します．ここでU は m×mのユニタリ行列，V ∗

は n × nのユニタリ行列 V のエルミート共役です．Σはm × n行列で，
下のような形になります：

Σ =

(
diag(σ1, · · ·σr) 0r,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

)

これを複素行列Aの特異値分解と呼び，Σの (i, i)要素 σiをAの特異値
と呼びます．ここで，diag(σ1, · · ·σr)は σ1, · · ·σrを対角成分とする r × r

の対角行列であり，Ol,kは l × kのゼロ行列です．
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図 11.5: 特異値分解の例．

11.2.1.2 特異値分解の例

[U,S,V] = svd(A) は，A = USV ∗ となるように，行列Aの特異値分解を
行います（図 11.5）．

11.2.2 疑似逆行列

これまでの多くの場合では，行列Aの逆行列が存在していると仮定し，そ
れをいかに効率よく求められるか，ということを考えました．また逆行
列が存在しない場合にも行列の分割という手段で対応しました．ここで
は，逆行列が存在しない場合にも，逆行列に代わる概念である疑似逆行
列という考え方を紹介しましょう（ムーア-ペンローズの擬似逆行列）．
Aの疑似逆行列 A+ は一意に決まり，以下の性質を満たします．
(1) AA+A = A

(2) A+AA+ = A+

(3) (AA+)∗ = AA+，すなわちAA+はエルミート行列．
(4) (A+A)∗ = A+A，すなわちA+Aはエルミート行列．
この性質からAが正則な場合には，A+ = A−1であることが分かります．
A+をAの疑似逆行列と呼びます．



60 第 11章 線形代数：上級編

11.2.2.1 疑似逆行列の具体的な形

• n > m = rの場合
A = UΣV ∗

としてもう少し踏み込んでみましょう．

Σ = (diag(σ1, · · · , σm) 0m,n−m)

です．また

Σ+ =

(
diag(1/σ1, · · · , 1/σ−1

m )

0n−m,m

)
とするとA+は

A+ = V Σ+U∗

です．実際これが疑似逆行列の持つべき性質を満たすことは簡単に
確かめることができます．

• m > n = r の場合にも同じように書かれます．ただしこの場合には

Σ =

(
diag(σ1, · · ·σn)

0n−m,m

)

とします．

ユニタリ行列 U および V を，正規直交（列）ベクトルu1, · · · ,um

u∗
i · uj = δij , i, j = 1 ∼ m

および正規直交（列）ベクトル v1, · · · ,vn

v∗
i · vj = δij , i, j = 1 ∼ n

を用いて書き換えてみましょう：

U = (u1, · · · ,um)

および

V = (v1, · · · ,vn) , V ∗ =

 v∗
1
...

v∗
n


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図 11.6: 疑似逆行列の例．

と書くと（v∗
i は行ベクトル）

A = UΣV ∗ =
∑
i=1

σiui v
∗
i

A+ = V Σ+U∗ =
∑
i=1

1

σi
vi u

∗
i

となりますui v
∗
i はm× n行列です．これらの式から

Avi = σiui

A+ui =
1

σi
vi

も得られます．このように固有値問題が成り立たない場合にも，こので
示したような一般化固有値問題が成り立ち，大変に有用です．
疑似逆行列の計算を図 11.6に示しましょう．B = pinv(A) は行列 A の
Moore-Penrose 疑似逆行列を返します。
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11.3 特異値分解の応用
ここでは簡単のために，Aはm × nの実行列であり，その階数は rであ
るとします．このとき，特異値分解

A = UΣV T .

が存在します．ただしU および V はそれぞれ，m×mおよび n× nの直
交行列で，Σはm× n行列です．特異値 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σrはΣの対角
に並びます．

11.3.1 最小二乗法

上のAに対して実ベクトル bが与えられたとします．このとき

||Ax− b||2 ≡ (Ax− b)T (Ax− b)

を最小にするように xを決める問題を考えます．これを最小 2乗問題と
いい，よく知られた最小２乗法と同等の問題です．またこの解を最小2乗
解といいます．
今の場合，最小 2乗問題の解 x′は

ATAx′ = ATb

の解です．
連立方程式系 Ax = bが与えられたとき，この方程式系の解がない場合
には，Aの疑似逆行列A+を用いて，x′ = A+bが最適解になります．こ
れは上の問題の最小 2乗解でもあります．

11.3.1.1 簡単な例

Ax =

(
1 1

1 1

)(
x1
x2

)
=

(
3

1

)
= b .

この方程式は解を持ちません．
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これをATAx = ATbと変形すれば

ATAx′ =

(
2 2

2 2

)(
x′1
x′2

)
=

(
4

4

)
= ATb .

これを解いて (
x′1
x′2

)
=

(
1

1

)

を得ます．これが最小 2乗解です．
この計算を疑似逆行列を用いて解いた結果を，図 11.7に示しましょう．

図 11.7: 連立方程式の最小 2乗解

11.3.2 主成分分析 (Principal Component Analysis)

多くのデータが与えられ，それらが互いに相関のある多数の変数からなっ
ているとき，互いに相関の無い少数の変数（主成分）で全体のデータを
記述することが望まれます．そのような成分を探す方法の 1つが主成分
分析です．
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11.3.2.1 データ行列の特異値分解

11.3.2.1.1 データの標準化

N 個のサンプルについて其々P 個の変数（データ）を持つデータ群が与
えられていて，サンプル i(i = 1 ∼ N)についての生のデータを {tiα}(α =

1 ∼ P )とします．このデータが，N行P 列のデータ行列 T にまとめられ
ているとします：

T =


t11 t12 · · · t1P
t21 t22 · · · t2P
...

...
. . .

...

tN1 tN2 · · · tNP

 .

一般にこれらの P 個の変数はそれぞれ単位も異なり，値やそのバラツキ
の大きさも異なります．そのため一般にデータの標準化という手法がと
られます．すなわちデータの中心を 0と定め，値をそれぞれの標準偏差
で規格化します：

t̄s =
1

N

N∑
m=1

tms , σ2
ts =

1

N − 1

N∑
m=1

(tms − t̄s)
2 ,

xns =
tns − t̄s
σts

,

N∑
m=1

xms = 0 ,
N∑
m=1

x2ms = N − 1 .

データの標準化により，（標準化された）データ行列は

X = {xij} , i = 1 ∼ N, j = 1 ∼ P

です．データの各要素 xmiについては

平均値 ：
1

N

N∑
m=1

xms = 0

標準偏差 ：
1

N − 1

N∑
m=1

x2ms = 1

となります．
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11.3.2.1.2 データ行列と共分散行列

Q =
1

N − 1
XTX =


σx1x1 σx1x2 · · · σx1xP
σx2x1 σx2x2 · · · σx2xP
...

...
. . .

...

σxP x1 σxP x2 · · · σxP xP


と定義される P × P 行列を共分散行列と呼びます．ただし

σxs1xs2 =
1

N − 1

N∑
m=1

xms1xms2 , σxs1xs1 = σ2
xs1

= 1 .

11.3.2.1.3 共分散行列の特異値分解

正規直交行列

V = (v1,v2, · · · ,vP ) =


v11 v12 · · · v1P
v21 v22 · · · v2P
...

...
. . .

...

vP1 vP2 · · · vPP


を用いて

Z = XV , (Z)mα = (XV )mα =
P∑
β=1

xm,βvβ,α

という変換を行いましょう．これは各データを特徴付ける 1 ∼ P の変数
の変数の線形結合で新しい変数を定義したことになります．
ここで V を

V TQV = V T XTX

N − 1
V =


σ2
1 0 · · · 0

0 σ2
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · σ2
P

 = Σ

を満たすように決めるとすれば

QV = V Σ , Qvα = σ2
αvα ,

P∑
α=1

σ2
α = P
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となり，Qの固有値問題であることが分かります．つまり主成分分析で
はまず共分散行列の固有空間への分解が行われます．
これまでのことを少し整理しましょう．

1. Qの固有値σ2
α (α = 1 ∼ P )を対角に並べた行列 Σ = diag(σ1, σ2, · · · , σP )

は共分散行列 Q を対角化（固有空間に分解）したものです．

2. 行列XTXの固有値問題；

XTXvα = λ2αvα ,

固有値 {λ2α}が大きな順に

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λP > 0

と並べられているとします．(λα,vα)を第 α主成分といいます．

3. 上の諸量をまとめて，

Λ = diag(λ1, · · · , λP )

uα =
1

λα
Xvα

U = (u1, · · · ,uP )

を定義します（λ2α = (N − 1)σ2
α）．

Xvα = λαuα

XTuα = λαvα

などは定義から直ぐに証明できます．

4. vαは正規直交ベクトルですから，uαも正規直交ベクトルです（UTU =

E：P × P 単位ベクトル）．

5. 上から以下の式が成り立つことが分かります：

XV = (Xv1, · · · , XvP ) = (λ1u1, · · · , λPuP )
= (u1,u2, · · · )Λ = UΛ

これは
X = UΛV T

と書き直すことができ，Xの特異値分解であることが分かります．
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6. また行列 XTX、XXT のスペクトル分解；

XTX =
P∑
α=1

λ2αvv
T ,

XXT =
P∑
α=1

λ2αuu
T

が成り立ちます．

11.3.2.2 主成分分析の目的

与えられたN個の各データがP 個の変数で特徴付けられています．XTX

の特異値を順次大きい順番で考えると，大きい固有値が行列XTX の特
徴を決めることが分かります（スペクトル分解）．小さい固有値を無視す
れば，少しの変数でデータの本質を捉えられると期待できます．

11.3.2.2.1 寄与率

以下に定義される寄与率 は，得られた主成分がデータをどの程度説明し
ているかを示す尺度です．
第α固有値 (特異値）λαは各空間がどの程度XTXの性格を決めているか
が分かりますから，寄与率として通常用いられるのはこれを規格化した

λα∑P
β=1 λβ

です．また，寄与率を第 1主成分から順に累積していったもの（例えばα

主成分まで足したもの）を累積寄与率といいます：∑α
β=1 λi∑P
γ=1 λγ

.

11.3.2.2.2 因子負荷量

分散共分散行列の固有ベクトルから，例えば第 α主成分の主軸方向の長
さを計算できます．この長さを主成分スコアといいます．また固有ベク
トルが因子負荷量として使われます．



68 第 11章 線形代数：上級編

11.3.2.3 主成分分析の例

MATLABが提供しているデータ hald （セメントの発熱と混合成分）を
例に主成分分析の演習をしましょう．13 種類のセメント組成に対して，
ingredients 部分（4つの列）には 4 種類のセメント原料の組成率が与え
られています．この部分をデータ行列 T とします．

T =

7 26 6 60
1 29 15 52
11 56 8 20
11 31 8 47
7 52 6 33
11 55 9 22
3 71 17 6
1 31 22 44
2 54 18 22
21 47 4 26
1 40 23 34
11 66 9 12
10 68 8 12

• 各列について要素の平均値 ts および標準偏差 sigt を計算します．
平均値は mean, 分散は varが与えます．

ts = mean(T ) = 7.4615 48.1538 11.7692 30.0000

sigts = sqrt(var(T )) = 5.8824 15.5609 6.4051 16.7382

• 用意されているコマンド zscore を使い，平均値，標準偏差，標準
化されたデータ行列を計算します．

[X, ts, sigts] = zscore(T )

ts, sigts,X はそれぞれ，もとのデータ行列の各列ベクトル成分に関
する平均値 t̄s，標準偏差 σts，および標準化されたデータ行列Xで
す．mean, varを用いた計算と比較して確認しましょう．

• Xの共分散行列Qは（ここではN = 13ですから）MATLABの言
葉で書けば

Q = X ′ ∗X/12

です．共分散行列の固有値σ2
αを対角に並べた行列SIGMA2，固有ベ

クトル（主成分α = 1 ∼ P )を各列成分（もとの ingredients=1 ∼ P

を行成分に）並べた行列 V を計算します：

[V, SIGMA2] = eig(Q) .
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V =

0.2411 0.6755 0.5090 −0.4760
0.6418 −0.3144 −0.4139 −0.5639
0.2685 0.6377 −0.6050 0.3941
0.6767 −0.1954 0.4512 0.5479

SIGMA2 =

0.0016 0 0 0
0 0.1866 0 0
0 0 1.5761 0
0 0 0 2.2357

SIGMA2はQの固有値行列ですから，主成分分散 σ2
αを対角に並

べたものです．列は σαの昇順です．

さらに固有ベクトルをサンプルの成分を行成分（j = 1 ∼ N)で書
き表した行列Z = XV を計算してみてください．

• これまでの計算を特異値分解で計算します：

[U1, Lambda1, V 1] = svd(X) .

Lambda1 =

5.1796 0 0 0
0 4.3489 0 0
0 0 1.4964 0
0 0 0 0.1396
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

V 1 =

0.4760 −0.5090 0.6755 0.2411
0.5639 0.4139 −0.3144 0.6418

−0.3941 0.6050 0.6377 0.2685
−0.5479 −0.4512 −0.1954 0.6767

ここのV は前項のV と同じもの（列の並べ方は降順），Lambda1は
Xの特異値 λαを並べた行列です．λ2α = (N − 1)σ2

αより，各成分に
対してLambda1 =

√
12× SIGMA2であることが確かめられます．
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• これまでの計算（主成分分析）を一度に行うコマンドが pcaです：

[COEFF, SCORE,LATENT ] = pca(X) .

これらの返り値の列は主成分分散σ2
αの大きい方からの順（降順）に

並びます．COEFF はN × p (標準化された）データ行列X の主
成分係数 (負荷量）V 1を，SCOREは主成分スコアZ = X ∗ V を，
LATENT は主成分分散 σ2

α （SIGMA2）を返します：

LATENT =

2.2357
1.5761
0.1866
0.0016
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第12章 非線形微分方程式

12.1 相空間と安定性
捕食系の振る舞いをよく捉えたモデルとして，ボルテラ系（あるいはロ
トカ・ボルテラ方程式）があります:

dx

dt
= x− xy

dy

dt
= xy − y

x, yはそれぞれ被捕食者、捕食者の個体数です．
これから tを消去すると

dx

dy
=

dx/dt

dy/dt
=
x− xy

xy − y
=

−1 + 1
y

1− 1
x

となり

(x− log x) + (y − log y) = C

が得られます．解は，x-y空間で

xy e−x−y = f =一定

の曲線上を動くことが分かります．
このような解析は重要であり，ここで x-y空間を相空間と呼びます．相空
間での振る舞いを知ることが，解の性質，特に解の安定性（充分時間が
たったとき，解が有限の領域に留まらないとき，その解を ‘不安定’とい
います．）を知るために大変重要です．相空間内において，上で得られた
解の運動を調べたものが図 12.1です．f =一定の等高線図の書き方が分
かるでしょう．
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[x,y]=meshgrid(0:0.01:3);f=x.*y.*exp(-x-y);

[C,h]=contour(x,y,f,5)

clabel(C,h,'manual')

hold on

%

[x,y]=meshgrid(-3:0.1:3);f=x.*y.*exp(-x-y);

[C,h]=contour(x,y,f,25)

clabel(C,h,'manual')

[C,h]=contour(x,y,f,500)  

clabel(C,h,'manual')  

hold on

図 12.1: 相空間と解の安定性

• 図 12.1では，x, y > 0, x, y < 0，xy < 0において，等高線の間隔
（スケール）をそれぞれ変えてある．

• [x, y] = meshgrid(· · · ) では，2次元空間 xx-yのメッシュを定義 ([始
点：間隔：終点])．

• contourで等高線を表示する．最後のパラメータで等高線数を選択．

• clabel で等高線の値をラベルに与える．パラメータ ’manual’はラ
ベル付けする等高線を手で選択することを指示．

12.2 非線形微分方程式の例
ボルテラ系のような非線形微分方程式を，MATLABを用いて数値的に議
論してみましょう．

12.2.1 ボルテラ系

前の図 12.1を数値的に取り扱ってみましょう（図 12.2）．
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ode=@(t,y)dydt0(t,y); % Define the Ord. Diff.Eq. 

[t,y]=ode45(ode,[0,20],[1.0,1.8]); % Solver ode45

subplot(2,1,1);plot(t,y(:,1));

hold on

plot(t,y(:,2));

xlabel('t');ylabel('solution x and y');

txt2=sprintf('%.6f',1.0);

txt3=sprintf('%.6f',1.8)

title(['Lotka-Volterra equation: Starting Pt y0=(',txt2,' , ',txt3,')'])

legend('x(t)','y(t)')

hold off

subplot(2,1,2);plot(y(:,1),y(:,2)); 

xlim([0 2.0]);ylim([0 2.0])

xlabel('x(t)');ylabel('y(t)');

title(['Lotka-Volterra equation : Starting Pt y0=(',txt2,' , ',txt3,')'])

hold on

function dydt0 = dydt0(t,y)

%Lotka?Volterra equation

% dy1/dt=y1-y1*y2

% dy2/dt=y1*y2-y2

dydt0 = [y(1)-y(1)*y(2);y(1)*y(2)-y(2)]

図 12.2: ボルテラ系（あるいはロトカ・ボルテラ方程式）

• 連立微分方程式（上段右に function dydt0 を定義）として関数を定
義したのが 1行目．

• 2行目は微分方程式を解くスクリプトとしてODE45を用いる．時
間 tは (0,20)の範囲で変化させ，初期値は x(0) = 1.0, y(0) = 1.8と
する．

• １つの図に 2つの図を収めることを，subplotコマンドで定義する．
subplot(2, 1, n)は，図を全体として 2行 1列に並べ，そのうちの n

番目の図として配する，という意味．
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• txt2=sprintf(· · · ), txt3=sprintf(· · · )で，図の説明に書き込む変数
（初期値）を定義. sprintf はデータから書式を指定した文字列デー
タに変換する．

• 第 1の図は x(t), y(t)を時間 tの関数として，第 2の図は (x(t), y(t))

の軌道を表す．ここでは x, y > 0の領域で，周期軌道（閉軌道）を
表す．注意をして見れば，数値的誤差のために，軌道が完全には前
の軌道をなぞっていないことが分かる．

• x（被捕食者=餌）の数が減少（増加）すると y（捕食者）の数が減
少（増加）し出す．しばらくすると yの数が減った（増えた）ため，
x（餌）の数が増加（減少）し出す．このようなサイクルが繰り返
される．




