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時系列解析

時系列データ
▶ 時間軸に沿って観測されたデータ
▶ 観測の順序に意味があることや, 異なる時点間での観測データの間の
従属関係が重要であることが特徴

統計学では, 時系列データは確率過程 (時間を添え字として持つ確率
変数列: Xt , t = 0, 1, . . . ,T（あるいは t = 1, ...,T）)によってモデ
ル化する
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ホワイトノイズ

平均 0，分散 σ2で互いに無相関な確率変数列からなる確率過程をホ
ワイトノイズWN(0, σ2)と呼ぶ
平均 0で有限の分散を持つ同一の分布に従う独立な確率変数列がホ
ワイトノイズの典型的な例
このことから, ホワイトノイズのシミュレーションには乱数発生器
(rnorm( )や適当な自由度の rt( )など)で行うことが多い
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自己回帰平均移動モデル (ARMAモデル)

ϵt , t = max{p, q}+ 1, ...,T をWN(0, σ2)とする
a1, . . . , ap, b1, . . . , bq を定数とする. X1, . . . ,Xmax{p,q}が初期値とし
て与えられたとき,

Xt = a1Xt−1 + · · ·+ apXt−p + b1ϵt−1 + · · ·+ bqϵt−q + ϵt ,

t = max{p, q}+ 1, . . . ,T

で帰納的に定まる確率過程のモデルを次数 (p, q)の自己回帰平均移
動モデルもしくはARMA(p, q)モデルと呼ぶ
ARMA(p, 0)モデルを単に AR(p)モデルと呼び, ARMA(0, q)モデル
を単にMA(q)モデルと呼ぶ
ARMAモデルは単純な形ながら異なる時点間の観測データの従属構
造を柔軟に記述できるため, 基本的な時系列モデルとして広く利用さ
れている
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(弱)定常性

確率過程 Xt , t = 1, . . . ,T が次の 2つの性質をもつとき, (弱)定常で
あるという:

(i) Xt の平均は時点 t によらない.
(ii) Xt と Xt+h の共分散は時点 t によらず時差 hのみで定まる. 特に, Xt

の分散は時点 t によらない (h = 0の場合を考えればよい).

定常でない確率過程は非定常であるという. 前節で説明した確率過
程の定常性は以下のようにまとめられる.

▶ 定常過程 ホワイトノイズ, MAモデル
▶ 非定常過程 トレンドのあるホワイトノイズ, ランダムウォーク
▶ 定常にも非定常にもなりうる確率過程 ARモデル, ARMAモデル
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(弱)定常性

非定常過程は平均や分散といった基本的な統計量が時間によって変
動してしまうため扱いが難しい
そのため, 非定常過程の分析の際には対数変換や階差をとる変換等に
よって定常過程とみなせるように変換したあと分析を実行すること
が多い
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自己共分散・自己相関

Xt , t = 1, . . . ,T が定常過程の場合, その定義から Xt と Xt+hの共分
散は時点 t によらずラグ h ≥ 0のみで定まる

▶ この共分散をラグ hでの自己共分散と呼ぶ
また,分散も時点によらないので, Xt と Xt+hの相関も時点 t によら
ずラグ h ≥ 0のみで定まる

▶ この相関をラグ hでの自己相関と呼ぶ
通常, ラグ hでの自己共分散を観測データ X1, . . . ,XT から推定する
には, 標本自己共分散

1

T

T−h∑
t=1

(Xt − X̄ )(Xt+h − X̄ )

を用いる. ただし, X̄ = 1
T

∑T
t=1 Xt は標本平均である
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自己共分散・自己相関

同様に, ラグ hでの自己相関を観測データ X1, . . . ,XT から推定する
には, 標本自己相関 ∑T−h

t=1 (Xt − X̄ )(Xt+h − X̄ )∑T
t=1(Xt − X̄ )2

を用いる
自己共分散および自己相関は, 異なる時点間での観測データの従属関
係を要約するための最も基本的な統計量である
Rでは関数 acf( )によって計算できる
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ARモデルのあてはめ

Rには, 与えられた時系列データに適切な定常 ARモデルをあてはめ
るための関数 ar( )が用意されている
実行例 ar-estimation.r
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ARMAモデルのあてはめ

指定された次数の定常 ARMAモデルを与えられた時系列データにあ
てはめるための関数として arima( )が用意されている
ただし, ARモデルをあてはめるための関数 ar( )と異なり, 関数
arima( )には適切な次数を決定する機能は備わっていない
そのため, 次数の決定は試行錯誤で行うか, パッケージ forecastの
関数 auto.arima( )を利用するとよい
実行例 arma-estimation.r
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予測

推定されたモデルを使って数期先の時系列データの値を予測するに
は関数 predict( )を使う
n期先までのデータを予測する場合, オプション n.aheadに nを指
定すればよい
実行例 ts-predict.r
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クラスター分析

クラスター分析 (cluster analysis)
▶ 主成分分析と並ぶ教師なし学習の代表的な手法の一つ
▶ 多数の個体に対するいくつかの共変量 (特徴量)の観測データが与え
られたとき, それらの個体の間に隠れているクラスター構造 (グループ
構造)を共変量の値に基づいて発見することを目的とする分析手法

▶ 同じクラスターに属する個体どうしは (なんらかの意味で)近い性質
をもち, 異なるクラスターに属する個体どうしは異なる性質をもつよ
うな少数のクラスターを見いだすことで, さらなるデータ解析やデー
タの可視化に役立てる目的で利用される
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クラスター分析

クラスター分析には大きく分けて以下の 2つのアプローチがある:
▶ 階層的方法
データ点およびクラスターの間に (共変量から定まる)距離 (非類似
度)を定義し, 近いものから順にクラスターを形成, もしくは近いもの
どうしがクラスター内に残るように分割しながら, グループ化してい
く方法

▶ 非階層的方法
クラスターの定め方の「良さ」を評価するための損失関数を定め (値
が小さいほど良いとする), その損失関数を最小化するようにクラス
ターを形成して変数をグループ化していく方法

本講義では非階層的手法の代表的方法である k-平均法 (k-means
clustering) について説明
階層的クラスタリングの一例としては関数 hclust( )がある (ヘルプ
ファイルを参照のこと)
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k-平均法

p個の変数 X1,X2, . . . ,Xpを n個の個体について観測した観測データ
xi1, xi2, . . . , xip (i = 1, 2, . . . , n)が与えられているとする
i 番目の個体に対する観測データに対応するベクトルを

x i = (xi1, xi2, . . . , xip)

とする
クラスターの定め方は, 各個体番号 i = 1, 2, . . . , nに対してその個体
が属するクラスター番号 C (i)を定める対応 C として定式化できる
非階層的クラスタリングでは, このような対応 C について,

▶ 対応 C の「良さ」を評価する損失関数を観測データ x1, x2, . . . , xn を
決める

▶ その損失関数を C に関して最小化するようにクラスターを定める
という手順を踏むことで実行できる
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k-平均法

k-平均法では, 最終的に得たいクラスターの個数 k をあらかじめ指定
する
また, 2つの個体 i , i ′の「近さ」を共変量の観測データ間のユーク
リッド距離の二乗

∥x i − x i ′∥2 :=
p∑

j=1

(xij − xi ′j)
2

で評価する
そして, 同じクラスターに属する個体どうしが近いほど値が小さくな
るように, C の損失関数W (C )を定める

小池祐太 統計データ解析 (II) 第 13 回 2018 年 7 月 12 日 16 / 22

UTokyo Online Education 統計データ解析Ⅱ 2018 小池祐太 CC BY-NC-ND



k-平均法

具体的には

W (C ) :=
k∑

l=1

1

nl

∑
i :C(i)=l

∑
i ′:C(i ′)=l

∥x i − x i ′∥2

と定義する
▶ nl は l 番目のクラスターに属する個体の総数

いま, l 番目のクラスターに属する個体の特徴量の共変量の平均を

x̄ l :=
1

nl

∑
i :C(i)=l

x i

で定める
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k-平均法

このとき, 簡単な計算によってW (C )は次のように書き直せる:

W (C ) = 2
k∑

l=1

∑
i :C(i)=l

∥x i − x̄ l∥2

従って, W (C )を最小化するように C を定めることは, クラスター内
変動の総和が最小になるようにクラスターを定めることと同等
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k-平均法
我々の目的はW (C )が最小になるように C を定めること
C の取り方は kn通りで有限個のパターンしかないので, 原理的には
この kn通り全てのパターンについてW (C )の値を計算し比較する
ことで, W (C )を最小化する C が決定できる
しかし, サンプル数 nが十分小さくない限り, この方法は計算量の観
点から現実には実行が不可能
そのため, 現実的な計算量で実行可能であるようなW (C )の最小化
のためのアルゴリズムがいくつか提案されているが, 代表的なものと
して Lloyd-Forgyのアルゴリズムがある
Lloyd-Forgyのアルゴリズムでは, x̄ l が∑

i :C(i)=l

∥x i − µl∥2

を最小化するような p次元ベクトル µl と一致することに着目する
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k-平均法: Lloyd-Forgyのアルゴリズム

Lloyd-Forgyのアルゴリズム
C と µ1,µ2, . . . ,µk の更新を以下の手順で繰り返すことでW (C )を
最小化する C を求める:

1. p次元ベクトルの初期値 µ1,µ2, . . . ,µk を与える
2. 各データ点 i = 1, 2, . . . , nについて, ∥x i − µl∥を最小化するような l
を i が所属するクラスター番号 C (i)として定める

3. 各 l = 1, 2, . . . , k について, ベクトル µl を

µl =
1

nl

∑
i :C(i)=l

x i

によって更新する
4. 平均ベクトルが更新前と更新後で変化しなかった場合計算を終了する.
そうでなければステップ 2に戻る
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k-平均法: Lloyd-Forgyのアルゴリズム

Lloyd-Forgyのアルゴリズムの成否は初期値のベクトル
µ1,µ2, . . . ,µk の選び方に依存する
応用上は複数の初期値の候補をランダムに試して, W (C )の値を最も
小さくする解を最終的な解として採用するということが行われる
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k-平均法: Rでの実行

Rには k-平均法を実行するための関数 kmeans( )が実装されている.
▶ クラスターの数 k はオプション centersで指定する.
▶ オプション algorithmではW (C )を最適化するために利用するアル
ゴリズムが指定できる. デフォルトでは Lloyd-Forgyのアルゴリズム
の改良版である Hartigan-Wongのアルゴリズムを利用する.

▶ オプション nstartでは試す初期値の候補の数が指定できる.

なお, W (C )の定義から明らかなように, 共変量のうちの 1つを定数
倍 (例えば測定値の単位を変更)すると, クラスタリングの結果が変
わりうることに注意する必要がある
すべての共変量を同じスケールで評価したい場合は, 主成分分析の場
合と同様に, 実行前にデータを標準化すればよい
実行例 kmeans.r
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